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Stancu - Kantorovich 算子的L 3M 逼近阶
Ξ
伍火熊
(湖南郴州师范高等专科学校数学系 ,湖南 郴州 423000)
摘　要 :在 Orlicz 空间L 3M 中研究了 Stancu - Kantorovich 算子的有界性及其逼近问题 ,得到
逼近阶的两种估计。
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1 　引言
有关 N 函数及 Orlicz 空间的概念见[1 ]。设 M ( u) 为 N 函数 ,L 3M [0 ,1 ] 为由 M ( u) 而成的
[0 ,1 ] 上的 Orlicz 空间。
N 函数被称为满足Δ2 条件 (简记作 M ( u) ∈Δ2 ) 是指 :
存在常数 K , u0 > 0 使 u0 ≥0 时 , M (2 u) ≤ KM ( u) 。
由文[2 ] 知 M ( u) ∈Δ2 时 ,L
3
M [0 ,1 ] 是可分的。
对于 f ( x) ∈L 3M [0 ,1 ] 和 t > 0 ,我们定义 f ( x) 的 ∧阶 ,二阶积分光滑模分别为 :
　　ω1 ( f , t) M = sup
0 ≤h ≤t
‖f ( x + h) - f ( x) ‖M ,
　　ω2 ( f , t) M = sup
0 ≤h ≤t
‖f ( x + h) + f ( x - h) - 2 f ( x) ‖M 1
所谓 Stancu - Kantorovich 算子是指 :
　　Kn1s ( f , x) = Σ
n
k = 0
qn , k , s ( x) ( n + 1)∫Ik f ( u) d u






] ,0 ≤ s < n
2
是整数 ,





k (1 - x)
n - s - k +1




) xk (1 - x) n - s - k +1 + (
n - s
k - s




) xk - s +1 (1 + x) n - k , 　　　n - s < k ≤ n1
当 s = 0与 s = 1时 ,便是熟知的Bernstein - Kantorovich算子 ,对于此特殊情形 ,盛在文[3 ]
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中讨论了它在 Orlicz 空间中的逼近问题 ,获得了有关逼近正定理与饱和性定理。本文讨论一般
情形的 Stancu - Kantorovich 算子在 Orlicz 空间中的有界性及其逼近问题。为方便起见 ,文中的
C ( r , ⋯) 总代表仅与括号中字母有关的正常数且在不同处可表示不同的数值。
我们的主要结果是 :
定理 1 　对于 f ( x) ∈L 3M [0 ,1 ] ,算子 Kn , s ( f , x) 是正有界线性的 ,且有 ‖Kn , s ‖M ≤2.
定理 2 　设 M ( u) ∈Δ2 , f ( x) ∈L
3
M [0 ,1 ] ,则存在常数 C > 0 ,使




ⅱ) ‖Kn , s ( f ) - f ‖M ≤ C (
1
n
‖f ‖M + ω2 ( f ,
1
n
) M ) 1
2 　若干引理
引理 1[1 ] 　对于任意α > 0 ,若
　　∫IM (
u ( x)
α d x ≤ C1∫I1 M (
C2υ( x)
α d x
则 　‖U ‖M ( I) ≤max{ C1 ,1} ·C2 ‖υ‖M ( I
1
)
引理 2[4 ] 　设 r为正整数 , f ( x) 具有 r阶导数 ,且 f
( r) ( x) ∈L 3M [0 ,1 ] ,则对 i = 0 ,1 ⋯, r有
　　‖f i ‖M ≤ C ( r) ( ‖f ‖M + ‖f
( r) ‖M)
引理 3 　算子 Kn , s ( f , x) 具有如下性质 :
ⅰ) Kn , s (1 , x) = 1 ;
ⅱ) Kn , s ( t - x , x) =
1









3 ( n + 1) 2
+
n + s2 - s + 1
( n + 1) 2
x (1 - x) ;







qn , k , s ( x) = 1 , ⅰ) 、ⅱ) 、ⅲ) 通过简单计算即得 ,此仅证 ⅳ) 1




qn , k , s ( x) ( n + 1)∫I
k




qn , k , s ( x)
1
2 qn , k , s ( x)
1
2 ( n + 1)∫I
k





qn , k , s ( x) [ ( n + 1)∫I
k





qn , k , s ( x) ( n + 1)∫Ik | t - x |
2
d t
= Kn , s (| t - x |
2
, x) 1
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引理 4[2 ] 　可分的 Orlicz 空间具有 (H1L1P) 性质 ,即对 f ( x) ∈L 3M [0 ,1 ] ,有
θf ( x) ∈L
3
M [0 ,1 ] ,且存在与 f 无关的常数 C > 0 ,使 ‖θf ( x) ‖M ≤ C ‖f ‖M ,其中







| f ( u) | d u
是 f ( x) 的 Hardy - Little Wood 极大函数.
引理 5 　设 M ( u) ∈Δ2 ,令
　　L1M = { g ( x) : g
1 ( x) ∈L 3M [0 ,1 ] 且 g ( x) 绝对连续}
　　L2M = { g ( x) : g ( x) , g″( x) ∈L
3
M [0 ,1 ] 且 g′( x) 绝对连续}
则 　ⅰ) 　对于 g ( x) ∈L1M 和充分大的 n ,有




ⅱ) 　对于 g ( x) ∈L2M 和充分大的 n ,有
‖Kn , s ( g) - g ‖M ≤
C
n
( ‖g ‖M + ‖g″‖M ) 1
证 　ⅰ) 1由 Taylor 公式知 ,对 t , x ∈[0 ,1 ] 有 g ( t) - g ( x) =∫
t
x
g′( u) d u ,且从引理 3 知 ,
对充分大的 n 有 Kn , s ( ( t - x)
2 , x) ≤ C
n
,于是
　　 Kn , s ( g , x) - g ( x) = Kn , s (∫
t
x
g′( u) d u , x)
≤θg′( x) Kn , s (| t - x | , x)















| g′( u) | d u 是 g′( x) 的 Hardy - Little Wood 极大函数 ,
因此 ,由引理 4 得







　　ⅱ) 　由 Taylor 公式知
　　g ( t) - g ( x) = g′( x) ( t - x) +∫
t
x
( t - u) g″( u) d u
且规定 x , t | [0 ,1 ] 时 , g″( x) = 0 ,则
　| Kn , s ( g , x) - g ( x) | ≤| g′( x) | ·| Kn , s ( t - x , x) | +θg″( x) ·Kn , s ( ( t - x)
2
, x)







| g″( u) | d u1
由引理 3 知 ,对充分大的 n 有
　　| Kn , s ( t - x , x) | ≤
C
n
, Kn , s ( ( t - x)
2 , x) ≤ C
n
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同 ⅰ) 且利用引理 2 得
　　‖Kn1s ( g) - g ‖M ≤
c
n
( ‖g′‖M + ‖g″‖M )
≤ c
n
( ‖g ‖M + ‖g″‖M ) 1
引理 6[5 ] 　对于 f ( x) ∈L 3M [0 ,1 ] ,令
　　K1M ( f , t) = inf
g ∈L1
M
( ‖f - g ‖M + t ‖g′‖M )
　　K2M ( f , t) = inf
g ∈L2
M
( ‖f - g ‖M + t
2 ‖g″‖M )
则存在常数 C1 > 0 , C2 > 0 使
　　C1ωi ( f , t) M ≤ K
i
M ( f , t) ≤ c2ωi ( f , t) M , i = 1 ,2 ,
3 　定理的证明
定理 1 之证 　Πα > 0 和 N 函数 M ( u) ,注意到 Σ
n
k = 0
qn , k , s ( x) = 1 ,由凸函数的性质有









qn1 k1s ( x) M





qn1 k1s ( x) ( n + 1)∫I
k
M (
| f ( t) |




qn1 k1s ( x) d x ≤
1






| Kn , s ( f , x) |





qn , k , s ( x) ( n + 1)∫I
k
M (
| f ( t) |






qn , k , s ( x) d x ( n + 1)∫Ik M (
| f ( t) |





n - s + 1∫I
k
M (
| f ( t) |
α ) d t
=
n + 1




| f ( t) |





| f ( t) |




故 ,由引理 1 得 ‖Kn , s ( f , ·) ‖M ≤2 ‖f ‖M ,即 ‖Kn , s ‖M ≤2.
至于 Kn , s ( f , x) 的正线性是显然的 ,定理 1 得证.
定理 2 之证 　ⅰ) 对于 f ( x) ∈L 3M [0 ,1 ] ,及任意的 g ( x) ∈L
1
M ,利用定理 1 与引理 5 ⅰ)
有
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　　‖Kn , s ( f ) - f ‖M ≤‖Kn , s ( f - g) ‖M + ‖Kn , s ( g) - g ‖M + ‖f - g ‖M








故 ,由引理 6 得
‖Kn , s ( f ) - f ‖M ≤ CK
1
M ( f ,
1
n




ⅱ) 对于 f ( x) ∈L 3M [0 ,1 ] 及任意的 g ( x) ∈L
2
M ,利用定理 1 ,引理 5 ⅱ) 和引理 6 得
　　‖Kn1s ( f ) - f ‖M ≤‖Kn1s ( f - g) ‖M + ‖Kn ( g) - g ‖M + ‖f - g ‖M
≤3 ‖f - g ‖M +
c
n
( ‖g ‖M + ‖g″‖M )
≤ c
n






‖f ‖M + CK
2




≤ c ( 1
n
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Degree of approximation by Stancu - Kantorovich
operators in L 3M
WU Huo - xiong
(Department of Mathematics , Chenzhou Teacher’s College , Chenzhou 423000 , China)
Abstract :The boundedness and the approximation problem of stancu - kantorovich Operators in Or2
licz spaces are studied , and two estimation of degree of approximation are obtained1
Key words : Stancu - Kantorovich operator ; orlicz spaces ; approximation
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